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Résumé

Jusqu’a récemment, les neurosciences computationnelles ont été lar-
gement dominées par la conception selon laquelle les neurones codent
I'information et communiquent entre eux par le biais de leur fréquence
de décharge, 'occurrence d’un potentiel d’action étant la réalisation
d’un processus aléatoire (poissonnien). Cette conception sous-tend la
majorité des interprétations de résultats expérimentaux et des discus-
sions théoriques. Les observations expérimentales de synchronisation
neuronale & une échelle temporelle fine ainsi que I’émergence de tech-
niques expérimentales adaptées (enregistrement multi-électrodes) sont
a l'origine d’un renouveau du point de vue impulsionnel, selon lequel
les neurones communiquent par le biais de trains de potentiels d’action
dont la structure temporelle n’est pas négligeable.

Bien que le premier modele impulsionnel ait été introduit il y a
prés d’'un siecle, par Lapicque [127], ce type de modele est moins bien
compris que ses homologues fréquentiels, non seulement en raison d’un
intérét relativement récent, mais également par la nature originale des
systemes dynamiques impulsionnels. Dans le but de combler cette la-
cune, nous établissons d’abord un certain nombre de résultats généraux
sur une classe étendue de modeles impulsionnels [32, 31], comprenant
la majorité des modeles utilisés en simulation (notamment le modele
de Lapicque et les intégre-et-tire & conductances synaptiques). Ceux-ci
nous permettent d’établir ensuite que, conformément aux observations
in vitro [137], les modeles impulsionnels de la classe étudiée répondent
de maniere reproductible aux stimulations variables apériodiques [33].
Cela signifie en particulier que deux neurones recevant la méme entrée
dynamique ont des réponses synchrones. Nous utilisons ce principe
pour construire un modele impulsionnel de sélectivité a 'orientation
dans le cortex visuel primaire [34], que I’on pourrait baptiser perceptron
impulsionnel : une architecture feedforward, celle initialement propo-
sée par Hubel et Wiesel [102], et des modeles impulsionnels. Parce que
le modele détecte une propriété géométrique de I'image (l'invariance
par translation dans une direction) plutét que adéquation entre deux
vecteurs (le vecteur-image et le vecteur de poids), il permet d’obtenir
avec une architecture simple une invariance naturelle au contraste.

A travers ces travaux, nous montrons non seulement que la com-
putation impulsionnelle est plausible, grace a la propriété de fiabilité
neuronale, mais également qu’elle peut apporter une réponse adéquate
a des problemes concrets de neurosciences computationnelles. Le per-
ceptron impulsionnel ouvre la voie a de nouveaux développements théo-
riques dans la modélisation des modalités sensorielles.






Abstract

The classical point of view in computational neuroscience is that
neurons process and code information with firing rates. The precise
timing of spikes is thought to be irrelevant, being a realization of a
random Poisson process. The rate coding theory underlies most inter-
prations of experimental results and theoretical discussions. Experi-
mental evidence of neural synchronization at a fine time scale, as well
as the development of new experimental techniques such as multielec-
trode recording, have motivated a renewed interest in the time coding
theory, according to which neurons process information with precisely
timed spike trains.

Although the first spiking neuron model was introduced about a
century ago, by Lapicque [127], models of this kind are not as well-
known as rate models, not only because of the recent interest in them,
but also because spiking dynamical systems are complex mathemati-
cal objects. In order to better understand these models, we establish a
body of general mathematical results regarding a large class of spiking
models [32, 31], which include most models used in numerical simula-
tions (in particular the Lapicque model and integrate-and-fire models
with synaptic conductances). Thanks to these results, we show that,
in accordance with in vitro observations [137], the spiking models we
consider respond reliably to dynamic aperiodic stimulations [33]. Thus,
two model neurons that receive the same input respond synchronously,
regardless of their initial state. We use this principle to build a spik-
ing model of orientation selectivity in the primary visual cortex, the
“spiking perceptron” [34] : a feedforward architecture, as originally
proposed by Hubel and Wiesel [102], and spiking neuron models. Be-
cause the model detects a geometrical property of the image, namely,
translation invariance in one direction, instead of matching the stim-
ulus with a template (by a dot-product), it responds naturally in a
contrast-invariant way with a simple architecture.

Through this work, we show that not only computing with spikes is
plausible, thanks to spike-time reliability, but it can also bring efficient
solutions to practical problems in computational neuroscience. The
spiking perceptron opens up new theoretical perspectives in sensory
modeling.
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Introduction

Comme toute activité scientifique, la recherche en neurosciences tend a
produire des théories, en 'occurrence des théories du fonctionnement du sys-
teme nerveux. Une théorie s’exprime concretement par un modele, qui est
une idéalisation de la réalité guidée par la théorie, une « maquette » de la
réalité étudiée. La biologie fait appel depuis toujours a des modeles, que ce
soit des modeles descriptifs, non formalisés, ou des modeles analogiques issus
de la physique (le coeur est une pompe, la membrane est un condensateur).
Quel est alors 'intérét d’utiliser des modeles formels, mathématisés, en neu-
rosciences, quel est leur apport a I’élaboration de théories du cerveau? On
peut distinguer deux types de modeles formels : les modeles biophysiques, et
les modeles computationnels.

Les modeles biophysiques mettent en équation les mécanismes physiques
et chimiques a ’ceuvre dans le fonctionnement du neurone. Leur but est
d’éclairer les mécanismes cellulaires responsables des propriétés du neurone.
En 1952, Hodgkin et Huxley [97] ont proposé un modele biophysique de la
génération du potentiel d’action dans 'axone du calmar, qui est la base de
la plupart des modeles biophysiques actuels. Ce modele explique comment
un potentiel d’action stéréotypé est produit par le neurone lorsque le cou-
rant injecté est suffisamment fort, par 'ouverture et la fermeture de canaux
ioniques en fonction du potentiel membranaire. Concretement, il s’exprime
par 4 équations différentielles, I’'une représentant les phénomenes électriques,
les trois autres étant les lois cinétiques d’ouverture et de fermeture des ca-
naux. L’idée que les courants ioniques étaient responsables de la génération
du potentiel d’action n’était alors qu'une hypothese, et I'introduction de ce
modele a permis de confirmer cette théorie, en rendant compte quantitative-
ment d’un corps important de données expérimentales, notamment : la forme
du potentiel d’action, le seuil de déclenchement, I'accommodation et les os-
cillations subliminaires (sous le seuil). En outre, le formalisme proposé est
suffisamment général pour permettre la description de nombreux types de
canaux, et c’est pourquoi ce type de modele est encore largement utilisé au-
jourd’hui, en dehors de son cadre d’origine (I’axone géant du calmar). Ainsi,
la formalisation de la théorie de la génération du potentiel d’action par les
canaux ioniques, en un modele biophysique précis et prédictif, a permis de
confirmer et d’affiner cette théorie, et de stimuler de nouvelles expériences
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dans cette direction.

Les modeles computationnels, quant a eux, ont pour but de comprendre
comment une tache est effectuée a partir de 'interaction des neurones, consi-
dérés comme des atomes de computation. En utilisant le mot «computation-
nel», je fais référence au latin computare, qui signifie calculer, et non pas au
terme anglais computer (par ailleurs issu du méme mot latin), ordinateur .
Ainsi, un modele computationnel n’est pas un modele faisant référence par
analogie a un ordinateur, mais un modele qui décrit comment des ensembles
de neurones « calculent »2. On utilise alors pour le neurone, qui n’est pas
lui-méme 'objet d’étude, une représentation idéalisée. Ainsi, en 1943, Mc-
Culloch et Pitts [141] décrivent un modele abstrait de neurone dans lequel
I’état du neurone est décrit par une variable binaire (1 pour actif, 0 pour
inactif). Le neurone calcule la somme pondérée de ses entrées, les poids re-
présentant la «force» des connexions, et passe a 1’état actif si cette quantité
dépasse un certain seuil. Malgré sa simplicité, on peut exprimer n’importe
quelle fonction calculable (i.e., qu'un ordinateur peut calculer) en combinant
de tels « neurones »: on dit que ce modele a la puissance d’une machine de
Turing. Ce modeéle extrémement idéalisé a permis en particulier le dévelop-
pement de théories de 'apprentissage. Ainsi fut introduit le premier modele
de classification de formes, le perceptron [165], constitué d’un simple neu-
rone de McCulloch et Pitts (avec éventuellement des entrées réelles plutot
que binaires), et muni d’une régle simple de modification des poids permet-

tant d’apprendre & partir d’exemples une fonction entrée-sortie donnée?.

1. On décrit souvent les «neurosciences computationnelles» comme la branche des neu-
rosciences qui traite des modeles simulés sur ordinateur. Ainsi, I’expression fait référence a
la méthodologie plutot qu’a 'objet d’étude. C’est & mon avis une vision un peu réductrice
du domaine. Comme je ’ai mentionné plus haut, le mot computationnel vient du latin
computare, qui signifie calculer, et non de 'anglais computer. Par conséquent, I’expression
«neurosciences computationnelles » désigne plutdt selon moi la branche des neurosciences
qui traite de l'algorithmique du systéme nerveux, i.e., la facon dont le systéme nerveux
«calcule» (comment il reconnait les visages, comment il mémorise I'information. .. ), mais
I’objet des neurosciences computationnelles est indépendant d’un quelconque support in-
formatique (qui n’en est que le moyen éventuel), ou méme d’une analogie avec I'ordinateur
(qui n’est qu’'une théorie computationnelle parmi d’autres).

2. Néanmoins, on parle souvent de « modele computationnel » pour désigner de ma-
niere générale des modeles de neurones destinés a étre simulés sur ordinateur. Pour étre
plus précis, j’appellerai modéles biophysiques ceux par lesquels on cherche a reproduire
précisément le fonctionnement d’un neurone réel dans certaines conditions (tels que, par
exemple, les modeles simulés dans [62]).

3. Ce modele eut un certain succes, mais Minsky et Papert mirent un coup d’arrét a I’en-
gouement pour le perceptron [144] en montrant que celui-ci échoue a effectuer des taches
simples : ainsi, un perceptron a deux entrées ne peut pas effectuer I'opération logique «ou
exclusif » (qui donne 1 si exactement un opérande vaut 1). Il ne peut effectuer que des
taches de classification dites « linéairement séparables » (I’étude de la puissance expres-
sive des modeles et de l'efficacité des algorithmes d’apprentissage constitue la théorie de
l’apprentissage automatique, qui comprend en particulier a la théorie de la VC-dimension ;
voir par exemple [12]). Il fallut attendre 1986 avant que cette limitation ne soit dépassée
par l'introduction d’une nouvelle regle de modification des poids, dite de rétropropaga-
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En 1982, Hopfield [101] a montré dans un modele constitué de neurones
A état binaire interconnectés que la régle de Hebb?® permet de former une
mémoire associative adressable par le contenu. Les assemblées neuronales
formées par la regle de Hebb sont des attracteurs de la dynamique du mo-
dele, qui peuvent coexister sans interférer. Ce modele a concrétisé la théorie
de Hebb [93], et grace a une analogie formelle entre le modele et les verres
de spins magnétiques, cet article a ouvert la voie a de nombreux développe-
ments théoriques. Plus récemment, des études théoriques [114, 187, 186, 115]
ont montré qu’une plasticité synaptique asymétrique dépendant de maniere
causale du temps entre le potentiel d’action présynaptique et le potentiel
d’action postsynaptique®, telle qu’on 'observe expérimentalement, tend &
équilibrer automatiquement les poids synaptiques, ce qui était un probleme
dans l'application de la regle de Hebb « classique » : en effet, celle-ci tend a
créer des boucles de rétroaction positive (les poids synaptiques «explosent ),
que ’on proposait jusqu’alors de résoudre par des mécanismes globaux, ho-
méostatiques (sans évident lien avec des observations expérimentales). Ce
type de plasticité tend également a sélectionner les entrées corrélées par un
mécanisme de compétition.

Dans les modeles que j’ai cités, les résultats théoriques, qu’ils soient ma-
thématiques ou numériques, ne sont pas des conséquences triviales des pré-
dicats de base. Outre la validation de principes computationnels, ’étude des
modeles permet d’évaluer les conséquences d’hypotheses théoriques, prédic-
tions pouvant éventuellement étre testées expérimentalement. Les neuros-
ciences traitent de systémes complexes et non-linéaires, dont les proprié-
tés d’ensemble ne découlent pas trivialement des propriétés locales, et sont
méme parfois contre-intuitives (voir par exemple le chapitre 3 sur l'accro-
chage de phase). Formaliser une théorie permet également de soulever des
imprécisions et des ambiguités inhérentes au langage naturel, elle permet de
mettre a jour des hypothéses implicites. Enfin, la spéculation théorique est
une source précieuse de nouvelles pistes expérimentales.

Je me place dans cette these dans le champ des modeles computation-
nels, dans le sens ol je ne m’intéresse pas aux mécanismes cellulaires res-
ponsables des propriétés du neurone. Toutefois, je me limite a des modeles
nécessairement idéalisés mais pas abstraits, c’est-a-dire que les variables du
modele peuvent étre mises en relation avec des quantités biophysiques ob-
servables (le modele de McCulloch et Pitts, a état binaire, est plutot un
modele abstrait). Le point de vue traditionnel est que l'activité d’un neu-

tion [168], appliquée & une architecture & plusieurs couches, qui consiste en une descente
de gradient. L’algorithme est efficace, ce qui lui vaut d’étre toujours utilisé aujourd’hui
dans de multiples applications [25], mais il est cependant bien éloigné des considérations
biologiques.

4. Selon la régle de Hebb [93], lorsque deux neurones sont simultanément actifs, leur
connexion se renforce (chacun est plus efficace & exciter autre).

5. potentiation dans le sens pre—post, dépression dans le sens post—pre.
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rone est reflétée par sa fréquence de décharge « moyenne » (qui est, selon
les cas, une moyenne de population ou une moyenne inter-essais), et que
I'instant précis des décharges (potentiels d’action) n’est pas pertinent. Plus
précisément, 'instant précis des décharges est vu comme la réalisation d’un
«bruit» (le modele sous-jacent est un processus de Poisson). Ce sont les mo-
deles fréquentiels de neurones. Implicitement, ils supposent que les instants
de décharge de différents neurones sont indépendants (mais éventuellement
corrélés). Par conséquent, les modeles fréquentiels ignorent de fait les phéno-
menes de synchronisation des décharges observés expérimentalement dans le
systeme nerveux, cette synchronisation pouvant atteindre 1’échelle de la mil-
liseconde (voir par exemple [181, 19]). En outre, il a été montré que le temps
précis des décharges des neurones corticaux en réponse a un stimulus non
constant donné est reproductible in vitro [137]. Enfin, plus concrétement,
les modeles fréquentiels sont insuffisants pour aborder certains aspects du
fonctionnement neuronal : ainsi, dans l'olfaction, les neurones du lobe an-
tennal de la sauterelle répondent & une odeur familiere par une séquence
cadencée d’assemblées neuronales synchrones [129]; le systeme auditif ex-
ploite des délais infimes entre les signaux des deux oreilles pour localiser les
sources sonores [116] ; dans la vision, les neurones corticaux sont sensibles a
la synchronisation des entrées thalamiques [205]. C’est pourquoi je m’inté-
resse spécifiquement dans cette these aux modeles impulsionnels, c’est-a-dire
ou la variable descriptive est I'impulsion (le potentiel d’action) plutét que
la fréquence instantanée.

Si les modeles fréquentiels sont bien connus théoriquement du fait de
leur ancienneté et de leur relative simplicité, ce n’est pas le cas des modeles
impulsionnels. Le premier modele impulsionnel fut introduit par Lapicque
en 1907 [127], et il est connu aujourd’hui sous le nom d’« Integre-et-Tire »
ou «intégrateur a fuite». Il est constitué d’une équation différentielle repré-
sentant les propriétés électriques passives du neurone, et d’'un mécanisme de
seuil : lorsque le potentiel de membrane atteint un certain seuil, on le réini-
tialise a une valeur donnée, et ’on dit qu’il se produit un potentiel d’action
a cet instant-la. Ce modele (et ses variantes) est aujourd’hui 'un des plus
utilisés dans les simulations numériques utilisant des modeles impulsionnels.
Malgré son apparente simplicité, la discontinuité introduite par le mécanisme
de seuil en fait un systéme dynamique mathématiquement atypique, ce qui
explique le manque de résultats rigoureux le concernant. Quelques articles,
datant des années 1970 [157, 118] et 1980 [113], abordent le sujet dans des
cas bien particuliers (modele de Lapicque classique avec courant sinusoidal),
mais une question aussi simple que: «la fréquence de décharge d’un mo-
dele impulsionnel dépend-il du potentiel initial 7 » n’avait toujours pas été
résolue dans le cas général. Dans la mesure ot 'on assiste depuis les années
1990 a un renouveau de l'intérét pour ce type de modeles, ou l'on voit se
multiplier les études computationnelles utilisant des modeles impulsionnels
(e.g. [186] pour la plasticité synaptique impulsionnelle), il parait important
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de disposer de bases théoriques solides et générales, les modeles se déclinant
en de nombreuses variantes.

C’est cette lacune que je me suis proposé de combler dans la premiere
partie de cette these, dans le but de poser les bases formelles d'un type
nouveau de computation neuronale: la computation impulsionnelle. Intro-
duisant un cadre général pour les modeles impulsionnels, permettant d’in-
clure un grand nombre de variantes utilisées en simulation, je répondrai a
un certain nombre de questions générales sur la dynamique de ces modeles,
de maniere rigoureuse. L’étude de la réponse a une entrée périodique sera
I’occasion de mettre en évidence un phénomene non-linéaire inconnu des mo-
deles fréquentiels : I’accrochage de phase. Cette premiére partie a donné lieu
a deux articles publiés: I'un traitant de la dynamique générale des modeles
impulsionnels [32], Pautre abordant un probleme de systémes dynamiques
discontinus intervenant dans ’étude de la réponse des modeles impulsionnels
a une entrée périodique [31] (non inclus dans cette these).

Dans la deuxieme partie, j’aborde le probléme suivant, essentiel dans le
débat sur la pertinence des modeles impulsionnels: la réponse d’un modele
impulsionnel est-elle reproductible? c¢’est-a-dire, le temps des décharges est-
il robuste au bruit, et dépend-il de la condition initiale (potentiel au début
de la stimulation, ou stimulations antérieures)? La réponse a cette question
n’est pas simple. Nous verrons que la réponse a un stimulus apériodique
est reproductible, mais pas celle a un stimulus constant, tandis que pour
un stimulus périodique, la reproductibilité dépend de la stimulation. Ces
résultats ont été publiés dans Neural Computation [33].

Les résultats théoriques des deux premieres parties nous permettront
d’aborder dans la troisieme partie le coeur du sujet: la computation im-
pulsionnelle. Nous présenterons un modele impulsionnel de la sélectivité a
l'orientation dans le cortex visuel primaire (V1). Les cellules simples de V1
ont pour particularité de répondre spécifiquement a des petites lignes ou
contours orientés d’une orientation particuliere. Sans remettre en cause le
prédicat selon lequel un neurone répond a un stimulus préféré en augmen-
tant sa fréquence de décharge, je proposerai un modele simple de sélectivité
a lorientation fondé sur la synchronisation, permettant de réconcilier le mo-
dele original de Hubel et Wiesel [102] avec des propriétés non triviales telles
que 'invariance au contraste (la largeur de la courbe de réponse du neurone
en fonction de l'orientation ne dépend pas du contraste du stimulus visuel).
A certains égards, ce modeéle peut étre vu comme un « perceptron impul-
sionnel », c’est-a-dire que son architecture est celle d’un perceptron (a une
couche), mais les neurones sont modélisés de maniére impulsionnelle plutot
que fréquentielle. Plutot que de reconnaitre ’adéquation des entrées avec un
patron prédéfini (le stimulus préféré), comme dans un perceptron classique,
le perceptron impulsionnel détecte la synchronisation de ses entrées, qui
reflete ici une propriété géométrique du stimulus, Palignement (plus exac-
tement, l'invariance dans une certaine direction). Ce modele a été présenté
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dans un article soumis a publication.

La premiere partie releve des biomathématiques, elle contient des preuves
rigoureuses et non triviales (bien qu’elles ne nécessitent pas, pour la plupart,
de connaissances mathématiques tres pointues) concernant la dynamique des
modeles impulsionnels. La deuxieme partie est & mi-chemin entre les bioma-
thématiques et les neurosciences computationnelles et, si elle traite d’un
probleme théorique, celui de la fiabilité neuronale, elle est davantage portée
sur les simulations numériques. La troisieme partie est résolument ancrée
dans les neurosciences computationnelles, elle est moins mathématisée et
exploite les résultats acquis dans les parties précédentes.
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Chapitre 1

La modélisation des neurones

1.1 Qu’est-ce qu’un neurone?

1.1.1 Une morphologie particuliére

Le neurone est une cellule spécialisée dans le traitement et la transmis-
sion de l'information, ce qui est reflété par sa morphologie tres particuliére
(Figure 1.1). Il se compose d’un corps cellulaire, le soma, et d’expansions :
les dendrites d’une part, et I’axone d’autre part. Les dendrites forment des
ramifications qui rentrent en contact avec d’autres neurones, typiquement de
I’ordre de 10000, et dont le role est de recevoir des informations, électriques
ou chimiques. L’axone est un prolongement de la cellule, typiquement long
de quelques millimetres, qui conduit un signal électrique jusqu’a son arbori-
sation terminale, ou il peut alors entrer en contact avec les dendrites d’autres
neurones. La jonction axone-dendrite est appelée synapse.

Si ce schéma s’applique globalement a la majorité des cellules nerveuses,
il faut cependant noter qu’il existe une tres grande variété de neurones dans
le cerveau. Ainsi, certains neurones (peu nombreux) n’ont pas de dendrites !,
d’autres n’ont pas d’axone (les cellules amacrines). La forme de Parbre den-
dritique, qui a certainement une influence déterminante sur la fonction du
neurone [220] peut varier énormément d’un type de neurone a l'autre.

La communication chimique étant relativement lente, les neurones trans-
mettent essentiellement de 'information électrique. Cependant, ce sont de
mauvais conducteurs. La solution adoptée par le systeme nerveux est de
transmettre des informations électriques stéréotypées: les potentiels d’ac-
tion. Ce sont des impulsions électriques de tres courte durée qui sont générées
et transmises par une combinaison de phénomenes chimiques et électriques
que nous allons détailler maintenant.

1. Les neurones du noyau mésencéphalique du nerf cranien V. Ils ne regoivent alors des
signaux que d’un petit nombre de neurones voisins.
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cellule pyramidale cellule de Purkinje

Fi1Gc. 1.1 — Arbre dendritique de deux types de neurones: une cellule de Pur-
kinje et une cellule pyramidale (le soma est en bas et l’axone, non représenté,
part du soma et se projette vers le bas). Extrait de [119)].

1.1.2 Le potentiel de repos

Lorsqu’un neurone est au repos, on constate qu’il existe une différence de
potentiel, typiquement d’environ —70 mV, entre l'intérieur et I’extérieur de
la cellule. On dit alors que le neurone est polarisé. Cela est di & une différence
de concentration ionique entre les milieux intracellulaire et extracellulaire, et
a une perméabilité sélective de la membrane a certaines especes d’ions. Les
différences de concentration sont maintenues par des protéines de la mem-
brane appelées pompes a ions, qui transportent des ions a I’encontre de leur
gradient de concentration. D’autres protéines, les canauz ioniques, laissent
passer spécifiquement certains ions. Lorsque la membrane est perméable a
un seul type d’ion, le potentiel se stabilise alors presque instantanément a
une valeur spécifiée par I’équation de Nernst :

kT C.
E=""In(=£
. n(e)

ou k est la constante de Boltzmann, T est la température, g est la charge de
I’ion considéré, C, est la concentration extérieure, et C; est la concentration
intérieure. On obtient par exemple pour le potassium, plus concentré a ’in-
térieur, un potentiel d’équilibre de —80 mV, pour le sodium, plus concentré
a l'extérieur, de 50mV (avec des valeurs typiques pour les concentrations).

Ainsi, au repos, la membrane du neurone est perméable uniquement au
potassium, de sorte que son potentiel avoisine le potentiel d’équilibre de cet
ion. Le potentiel est amené a varier avec la perméabilité aux différents ions.
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Fia. 1.2 — Enregistrement d’un potentiel d’action.

1.1.3 Le potentiel d’action

Lorsque I'on injecte un courant assez faible dans le neurone, son potentiel
se modifie en proportion du courant. Cependant, si le courant est suffisam-
ment fort, on constate une montée brutale du potentiel (dépolarisation),
jusqu’a une valeur typique de 40 mV, suivie d’une redescente rapide (hyper-
polarisation): on appelle ce phénomene le potentiel d’action (Figure 1.2).
Cela signifie qu’au-dessus d’un certain seuil, la perméabilité de la membrane
change.

Dépendance de la perméabilité au voltage

Les premieres études ont été réalisées sur les axones du calmar, car ceux-
ci sont tres gros. Les ions impliqués dans le phénomeéne du potentiel d’action
y sont essentiellement le sodium et le potassium. Lorsque l'on augmente
suffisamment le potentiel de membrane, les canaux au sodium s’ouvrent, de
sorte que le potentiel se déplace vers le potentiel d’équilibre du sodium, qui
est d’environ 50 mV. Lorsque la dépolarisation est prolongée, ces canaux se
bloquent : on dit qu’ils s’inactivent. On constate cependant non seulement
que le potentiel diminue, mais qu’il atteint pendant un court laps de temps
un potentiel inférieur au potentiel de repos: il s’agit de la période réfractaire,
ainsi nommée car pendant cette période, il est tres difficile de provoquer un
nouveau potentiel d’action. En fait, la dépolarisation provoque également
une ouverture des canaux potassium, mais celle-ci est plus lente, de sorte
qu’elle n’est manifeste qu’apres le potentiel d’action (Figure 1.3).

La membrane contient un tres grand nombre de canaux. La perméabilité
a un ion dépend de la proportion de canaux ouverts du type correspondant.
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F1a. 1.3 — Génération du potentiel d’action par les courants ioniques (g est la
conductance, gy, pour le sodium, gi pour le potassium ; AP est le potentiel
d’action).

Un canal donné a une probabilité d’ouverture qui est une fonction du po-
tentiel de membrane, fonction en forme de S (sigmoide). De plus, chaque
type de canal a une dynamique plus ou moins rapide. Enfin, certains canaux
s’inactivent apres une dépolarisation prolongée. Il est clair qu’il ne s’agit pas
de détails anodins, car chacun d’entre eux joue un roéle dans I’émission du
potentiel d’action. La diversité des canaux dans le systéme nerveux permet
de rendre compte de dynamiques beaucoup plus complexes, et est en grande
partie responsable du comportement de chaque type de neurone.

Propagation dans ’axone

Le signal doit parfois étre propagé sur de tres grandes distances, malgré
le fait que le neurone soit mauvais conducteur. Le potentiel d’action permet
de transporter efficacement un signal électrique sur de telles distances.

Lorsqu’un point de 'axone est dépolarisé suffisamment, un potentiel
d’action se forme. Le courant produit se propage passivement en aval, en
s’atténuant un peu. Il produit alors un nouveau potentiel d’action un peu
plus loin, et le signal est ainsi propagé de proche en proche jusqu’au bout de
I’axone. On voit ici que la période réfractaire est essentielle au bon fonction-
nement de ce mécanisme, car elle empéche le potentiel d’action de revenir
en arriere.

Cette propagation reste cependant assez lente. Sa vitesse est augmentée
en isolant ’axone: il s’agit d’axones myélinisés. La myéline est un isolant
qui permet d’améliorer la conduction passive du courant dans I’axone. Dans
un axone myélinisé, seuls certains points, les neuds de Ranvier, ne sont pas
isolés. C’est seulement a ces points que peut se former un potentiel d’action.
Ainsi, le potentiel d’action se transmet d’un noeud & un autre par conduction
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fente p
synaptique

neurone postsynaptique

vésicules

Fi1G. 1.4 — Synapse chimique.

passive, rapide, et est regénéré a chaque noeud. Le signal peut alors atteindre
une vitesse de 150 m/s.

1.1.4 Les synapses

La jonction entre I’axone d’un neurone et un dendrite d’un autre neurone
est appelée synapse. C’est a cet endroit que le signal électrique est transmis
d’un neurone a ’autre.

Les plus courantes sont les synapses chimiques. Leur mécanisme est plus
complexe (Figure 1.4). Les neurones présynaptique (celui qui émet) et post-
synaptique (celui qui regoit) sont séparés par une fente. Dans la terminaison
synaptique (du neurone présynaptique) se trouvent des vésicules contenant
des molécules dites neurotransmetteurs. Lorsqu’un potentiel d’action arrive
dans la terminaison, il provoque 'ouverture de canaux au calcium. Les ions
calcium rentrent alors dans le milieu intracellulaire, et provoquent la fusion
des vésicules avec la membrane. Les neurotransmetteurs sont alors déversés
dans la fente synaptique. Ils vont ensuite se lier a des récepteurs de la mem-
brane du neurone postsynaptique, et ainsi provoquer I'ouverture de canaux.
Des courants ioniques sont alors produits dans le neurone postsynaptique.

Il existe beaucoup de neurotransmetteurs différents, chacun ayant un ef-
fet particulier sur le neurone postsynaptique. Ainsi, le glutamate provoque
une dépolarisation, on dit alors que la synapse est excitatrice. Le GABA pro-
voque une hyperpolarisation, ce qui rend la synapse inhibitrice. En plus des
neurotransmetteurs, il existe également des neuromodulateurs, qui ont une
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action beaucoup plus lente, et sans doute beaucoup plus variée, sur le neu-
rone postsynaptique. On pensait jusqu’a récemment qu’un méme neurone
ne produisait qu’un seul type de neurotransmetteurs, un principe connu
sous le nom de principe de Dale. Cependant, on sait maintenant que de
nombreux neurones liberent au moins deux neurotransmetteurs différents.
Chacun d’eux est stocké dans des vésicules différents, de sorte qu’ils ne sont
pas forcément libérés dans les mémes conditions. Notamment, on montre
expérimentalement que des stimulations de basse fréquence ne libérent que
les petits neurotransmetteurs, alors que la libération de neuropeptides (mo-
lécules plus grosses) ne se fait qu’a haute fréquence. Ainsi, les propriétés de
la synapse peuvent varier selon ’activité présynaptique.

Il existe également des synapses électriques (gap-junctions), que 1'on
trouve surtout entre des neurones inhibiteurs [77, 81]. Elles laissent pas-
ser des courants de maniere passive, par l'intermédiaire de pores (qui per-
mettent également le passage de grosses molécules). 11 s’agit d’un couplage
électrique, qui pourrait étre responsable de la synchronisation de réseaux
d’interneurones inhibiteurs [22, 66, 193].

1.1.5 En résumé

Les neurones, cellules spécialisées dans le traitement et la transmission
d’information, communiquent par le biais de courtes impulsions électriques
appelées potentiels d’action. Ceux-ci sont produits dans le soma et régé-
nérés le long de I’axone par des changements de perméabilité des canaux
ioniques présents dans la membrane. Le potentiel d’action obéit a la loi du
tout-ou-rien : en-dessous de son seuil de déclenchement, aucune information
électrique n’est propagée le long de I'axone (donc communiquée aux autres
neurones), tandis que lorsque le seuil est atteint, une impulsion électrique
stéréotypée est produite, et se propage a l'identique a travers ’axone jus-
qu’aux terminaisons axonales?, ot elle provoque la libération de neurotrans-
metteurs. Ces molécules, libérées dans la fente synaptique, déclenchent dans
les neurones postsynaptiques des courants ioniques dépolarisants (synapse
excitatrice) ou hyperpolarisants (synapse inhibitrice). Dans le détail, le com-
portement du neurone dépend de nombreux facteurs, tels que la géométrie
de 'arbre dendritique, la nature et la distribution des canaux ioniques.

Ainsi, la communication entre les neurones repose sur une unité d’infor-
mation stéréotypée: le potentiel d’action, une courte impulsion électrique.
On peut donc voir un neurone comme une cellule qui transforme des séries
d’impulsions afférentes en une nouvelle série d’impulsions. Ce point de vue
est celui des modeles impulsionnels, que nous allons introduire dans la sec-
tion 1.3. Avant cela, il est utile d’aborder dans les détails le comportement

2. Le potentiel d’action peut cependant disparaitre lors d’une bifurcation de ’arborisa-
tion axonale [194]. Ceci ne semble pas ce produire dans les neurones néocorticaux, pour
des raisons qui ne sont pas encore tres claires [52].
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Fi1G. 1.5 — Clircuit électriqgue modélisant la membrane.
Figure extraite de [1]. C' est la capacité membranaire, R la résistance, V le
potentiel de membrane, V.4 le potentiel de repos, et I le courant injecté.

électrique et chimique du neurone.

1.2 La modélisation biophysique

La modélisation biophysique consiste & identifier et mettre en équation
les différents mécanismes physiques et chimiques qui sont en cause dans la
génération du potentiel d’action. La variable importante ici est le potentiel
de membrane V. Elle est régie par, d’une part, les propriétés électriques
passives de la membrane, et, d’autre part, les courants ioniques.

1.2.1 Propriétés électriques passives du neurone

Lorsque le neurone est polarisé, des charges se forment de part et d’autre
de la membrane, de sorte qu’il se comporte électriquement comme un conden-
sateur, avec un courant de fuite. Cela revient a modéliser la membrane
comme un condensateur monté en parallele avec une résistance (Figure 1.5).
Cette modélisation était déja présente dans le modele introduit par Lapicque
en 1907 [127], qui est également le premier modele impulsionnel, comme nous
le verrons par la suite.

Le potentiel de membrane peut ainsi étre décrit par I’équation différen-
tielle suivante:

e _ —q(V—-Vo)+1
dt
ol C est la capacité de la membrane, V' le potentiel, g; la conductance de
fuite (inverse de la résistance) et I le courant qui pénétre la membrane. Ce
courant est la somme des différents courants ioniques et synaptiques.
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1.2.2 Modélisation des canaux ioniques

Le courant dii a un ion donné est le produit de la conductance de la
membrane relativement & cet ion, et de la force électromotrice (E — V'), ou
E est le potentiel d’équilibre de 'ion (donné par ’équation de Nernst). En
notant P la proportion de canaux ouverts, et g la conductance maximale,
on obtient I’expression suivante pour le courant :

[=gP(E-V)

Un canal est une protéine située dans la membrane. La forme de cette
molécule n’est pas figée: du fait de la complexité des protéines, il existe plu-
sieurs configurations stables. Chacune de ces configurations détermine un
état fonctionnel du canal, par exemple ouvert, fermé, ou inactivé. La molé-
cule reste un certain temps (aléatoire) dans un état donné, puis passe a un
nouvel état avec une certaine probabilité, dite de transition. Ce mécanisme
se modélise assez naturellement par un processus de Markov homogene. Je
réfere le lecteur & [86] pour plus d’informations sur les processus de Markov.
Suivant cette théorie, si la molécule peut se trouver dans n états différents,
alors la probabilité S;(¢) que la molécule soit dans I’état i a l'instant ¢ est
régie par ’équation différentielle suivante :

ds; &
7 (t) = Z Si(t)gji
j=1

ol les gj; sont des coefficients constants. Considérons un canal qui peut étre
soit ouvert, soit fermé, et notons p la probabilité qu’il soit ouvert, alors
I’équation ci-dessus se réécrit ainsi:

dp _

T —a(l-p) - By (11)

ou « et 3 sont des constantes (vitesses d’ouverture et de fermeture). Dans le
cas des canaux ioniques toutefois, ces vitesses peuvent dépendre du potentiel
membranaire. Notons que si les canaux sont présents en grand nombre, alors
on peut identifier la probabilité p qu’un canal soit ouvert avec la proportion
P de canaux ouverts.

Le premier modele incluant la dynamique des canaux ioniques fut in-
troduit par Hodgkin et Huxley en 1952 [97]. Il décrivait la génération du
potentiel d’action dans ’axone du calmar. Deux canaux ioniques sont consi-
dérés: celui du potassium (K) et celui du sodium (Na). La dynamique du
potentiel est décrite par ’équation différentielle suivante :

av
v G, (V = Vo) — gxn*(V = Ex) — Gnohm*(V — Eng)
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ou n, h, et m sont régies par une équation différentielle du type (1.1). On
remarque d’abord que n est élevé a la puissance 4 : cela représente la situation
ou le canal ionique est constitué de 4 sous-unités identiques devant s’ouvrir
simultanément. Le canal sodium (Na) peut s’inactiver, en plus de s’ouvrir
et se fermer. On modélise ce phénomene en superposant les effets de deux
canaux avec des dynamiques distinctes, I'un régi par la variable h, 'autre
par la variable m. Les vitesses d’ouverture et de fermeture correspondant
aux variables n, h et m dépendent du potentiel V. La forme exacte de cette
dépendance est plus ou moins empirique®. On a ici a,, et o, de la forme:

a(V +b)

1o exp(—c(V + b))

B, Bn et ay, de la forme:

aexp(—b(V +¢))

(les constantes a, b et ¢ sont différentes pour chacune des fonctions), et [y,
est de la forme:

1
1+ exp(—a(V + b))

Les constantes sont déterminées expérimentalement. Ces équations pré-
disent assez bien le comportement du neurone considéré. Ce modele, bien que
décrivant un neurone simple, est déja un systéeme dynamique non linéaire a
quatre variables, ce qui rend difficiles aussi bien ’analyse mathématique que
I'intégration numérique (d’autant plus si 'on veut modéliser un réseau de
neurones). De plus, le grand nombre de parameétres, ainsi que la forme plus
ou moins empirique des coefficients d’ouverture et de fermeture des canaux,
peuvent rendre difficiles 'interprétation des résultats numériques.

1.2.3 Simplifications

La complexité du modele de Hodgkin-Huxley a motivé l'introduction
de modeles simplifiés. L’'un des plus populaires est certainement celui de
FitzHugh-Nagumo [73, 146]. L’idée est de distinguer les variables & dyna-
mique rapide de celles a dynamique lente. En amalgamant les variables ayant

3. Elle dépend a priori de la forme de la molécule, en particulier de sa distribution de
charges. On I’écrit souvent sous la forme:

9i; (V) = ai; exp(=V/bi;)

Cette expression est motivée par la théorie de la cinétique des réactions, selon laquelle
le taux de transition entre deux états s’écrit g;; = exp(—U;;/RT), ol Uy; est la barriere
d’énergie libre entre les deux états. L’expression précédente revient alors a considérer que
Iénergie libre varie linéairement avec le potentiel, du moins lorsque celui-ci reste faible (ce
qui est évidemment discutable).
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le méme type de dynamique, on obtient un systeme de deux équations dif-
férentielles, beaucoup plus facile a étudier mathématiquement :

du
— = ov—ru
dt 7
d
= = f)-u
ou o et vy sont des constantes positives, et f(v) = —v(v — k)(v — 1), avec

0 < k < 1. Le potentiel est représenté par v(t). La réduction & un systéeme dy-
namique de dimension 2 rend le modele abordable mathématiquement (voir
par exemple [162] pour une étude mathématique de la conduction nerveuse
a l'aide des équations de FitzHugh-Nagumo).

Une autre simplification, introduite dans le but d’accélérer les simula-
tions numériques, consiste a donner aux constantes de vitesses (les « et 3)
des valeurs binaires, selon que ’on se situe pendant ou en dehors du potentiel
d’action [61]. Ainsi, les trois équations différentielles décrivant les conduc-
tances ioniques deviennent linéaires par morceaux, ce qui rend la simulation
bien plus aisée. On obtient de cette maniére une approximation assez fidele
des équations de Hodgkin-Huxley.

1.2.4 Modélisation des conductances synaptiques

Lorsqu’un potentiel d’action arrive a un terminal synaptique, il déclenche
la libération de neurotransmetteurs qui viennent se fixer dans des récepteurs
de la membrane postsynaptique. Ceci provoque l'ouverture de canaux io-
niques. On peut donc comme précédemment écrire le courant ionique ainsi :

I'=—g(t)(V = Esyn)

ou g(t) est la conductance synaptique et Eq,, le potentiel de réversion (ty-
piquement, 0 mV pour une synapse excitatrice, -80mV pour une synapse
inhibitrice). La conductance synaptique est généralement modélisée de ma-
niére empirique, souvent comme une exponentielle décroissante :

o(t) = ge !/

ou une fonction alpha :
g(t) = gtet/m

Comme la constante de temps synaptique est trés courte (de 'ordre
de la milliseconde), il est assez courant de modéliser l'effet d’un potentiel
d’action présynaptique par une élévation instantanée (Dirac) du potentiel
membranaire postsynaptique (bien que cela ne soit pas sans implication sur,
notamment, les propriétés de synchronisation).
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1.2.5 Influence de I’expansion spatiale du neurone

Le modele d’Hodgkin et Huxley, comme la plupart des modeles utilisés
en neurosciences computationnelles, est un modele ponctuel, ¢’est-a-dire qu’il
consideére le neurone comme un point, avec tous les canaux ioniques localisés
au méme endroit. Autrement dit, la géométrie du neurone est ignorée. Ainsi,
pour obtenir la contribution de toutes les synapses, on somme simplement
tous les courants synaptiques. Nous nous contenterons de cette description
simplifiée dans cette these, mais il existe des modeles complexes prenant en
compte la géométrie de I'arbre dendritique (voir par exemple [119]). Malgré
cette apparente complexité, il semblerait cependant que dans 1’état de forte
conductance qui caractérise les neurones néocorticaux in vivo (sujets & un
intense bombardement synaptique), I'incidence de la position des synapses
soit réduite [63] (ce qui néanmoins n’implique pas que 'intégration spatiale
soit linéaire).

1.3 Les modeles computationnels

Le but d’un modele biophysique, tel que celui de Hodgkin et Huxley, est
de comprendre les mécanismes qui constituent le comportement neuronal :
génération du potentiel d’action, computation dendritique, propagation dans
I’axone. .. Dans un modele computationnel de neurone, selon ’acception que
j’ai définie dans l'introduction, celui-ci est considéré comme un atome de
computation, et est en conséquence idéalisé. Les mécanismes biophysiques
sous-jacents ne sont pas représentés en détail. On peut distinguer deux types
de modeles computationnels, qui different par la variable essentielle qui est
considérée pertinente pour la computation: la fréquence de décharge pour
les modeéles fréquentiels, le moment des potentiels d’action pour les modéles
impulsionnels.

1.3.1 Les modeles fréquentiels

Traditionnellement, on considere que les neurones transmettent 1’infor-
mation a travers leur fréquence de décharge «instantanée» [3], et que l'oc-
currence d’un potentiel d’action a un moment donné n’est que la réalisation
d’un « bruit » indépendant. Autrement dit, le neurone décharge selon un
processus de Poisson (non-homogene), c’est-a-dire qu’a chaque instant, le
neurone a une certaine probabilité de décharger, qui est indépendante entre
deux instants distincts. L’information pertinente est alors cette probabilité
instantanée, appelée dans le cas présent fréquence instantanée. La fréquence
de décharge d’un neurone est une fonction de la fréquence de décharge des
neurones présynaptiques (qui constituent les entrées du neurone). Comme
la somme de deux processus de Poisson indépendants de probabilités ins-
tantanées 7(t) et s(t) est un processus de Poisson de probabilité instantanée
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r(t) + s(t), on pose généralement que la fréquence postsynaptique est une
fonction de la somme (pondérée) des fréquences présynaptiques:

r() = (D wiri(t))

ou r(t) est la fréquence de décharge du neurone postsynaptique, r;(t) celles
des neurones présynaptiques, w; est le « poids » de la connexion, et f une
certaine fonction réelle. Cette fonction est supposée croissante, positive et
majorée (il y a une fréquence maximale), et généralement avec un seul point
d’inflexion : c¢’est une sigmoide (i.e., en forme de S). La probabilité de dé-
charge est parfois décrite comme une «fréquence de population» (ensemble
de neurones identiques) plutét que comme une fréquence instantanée.

Les réseaux de neurones fréquentiels sont bien connus d’un point de vue
théorique (voir e.g. [25]), et sont largement utilisés en neurosciences compu-
tationnelles [164], avec différentes architectures (perceptron, perceptron mul-
ticouches, réseau interconnecté) et différents algorithmes d’apprentissage,
c’est-a-dire différentes regles de modification des poids (régle du perceptron
[165], rétropropagation [168], algorithme de Kohonen [120], apprentissage
par renforcement [192]). Contrairement a la situation actuelle des modeles
impulsionnels, il existe concernant les modeles fréquentiels de solides résul-
tats mathématiques, qui dans l’essentiel reposent sur ’algebre linéaire, les
statistiques et la théorie des probabilités. Grace a cela, ces modeles ont éga-
lement trouvé des applications informatiques, notamment en reconnaissance
de formes (dictée automatique, reconnaissance de visages. .. ).

Modeles dynamiques

Les modeles de neurones que nous venons de présenter sont de type
fonctionnel : la sortie est exprimée comme une fonction des entrées. Ceci
est suffisant lorsque le réseau de neurones a une architecture dite « feed-
forward », c’est-a-dire dont le graphe de connectivité est sans cycle. En
revanche, lorsqu’il existe des cycles (réseaux interconnectés), les modeles
doivent étre exprimés sous une forme dynamique. Cette dynamique peut
étre discrete, c’est-a-dire par pas de temps, avec une équation exprimant la
fréquence instantanée au temps t, en fonction de la valeur des différentes
variables a l'instant précédent t¢,,_1 :

7(tn) = f(r(tn-1), Z w;Ti(tn—1))

ou f est une certaine fonction.
Si la dynamique discrete est plus commode d’un point de vue informa-
tique, elle est sans référent réel* et on peut donc lui préférer une dynamique

4. sauf dans certains cas, comme dans [151], ou le temps discret fait référence aux
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Fi1c. 1.6 — Trace du potentiel de membrane d’un neurone cortical lors d’une
stimulation visuelle. Figure extraite de [213].

continue, i.e., décrite par une équation différentielle, du type:
dr
= 1Y wir0)

Contradictions et hypothéses implicites

Lorsque l'on observe le potentiel membranaire d’un neurone in vivo, on
remarque que celui-ci a l'air « bruité » (voir figure 1.6), ce qui irait dans
le sens de ’hypothese des modeles fréquentiels, selon laquelle les potentiels
d’action recus par le neurone sont produits de maniére aléatoire et indépen-
dante, selon un processus poissonnien. Ce bruit apparent n’est pas d’origine
intrinseque, car in vitro, la décharge du neurone est fidelement reproductible
[137]: le « bruit » observé n’est donc que le reflet de l'intégration des en-
trées synaptiques. Or, comme 'ont relevé Softky et Koch [183], 'intégration
d’un grand nombre d’événements synaptiques poissonniens donne une quan-
tité plutot réguliere, qui suscite une décharge réguliere du neurone, plutot
que poissonnienne, tant dans les modeles de neurone classiques (intégra-
teur, modele de Lapicque, Hodgkin-Huxley) qu’in vitro [189]. Résoudre ce
probléeme de régularité en conservant I’hypothese des entrées poissonniennes
indépendantes nécessite d’introduire des contraintes supplémentaires, telles
que ’équilibre entre excitation et inhibition [175, 176], ou une réinitialisa-
tion proche du seuil apres le potentiel d’action [37]. On obtient alors une
décharge irréguliere, mais pas poissonnienne pour autant [178]. Je repren-
drai la discussion sur l'irrégularité et la reproductibilité de la décharge dans
le chapitre 4 (page 61).

Le modele poissonnien comporte une autre contradiction importante.
Parce que la décharge des neurones est reproductible en réponse a une en-

cycles d’une oscillation (qui sert d’horloge). Mais dans ce cas il ne s’agit plus d’'un modele
fréquentiel, puisque la variable actualisée représente la probabilité qu’un potentiel d’action
soit émis dans le cycle d’oscillation considéré.
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Couche

Temps (s)

Fi1a. 1.7 — Développement de la synchronisation dans un réseau multicouche
in vitro. Figure extraite de [158]. Chaque point représente un potentiel
d’action d’un neurone. Les neurones de la premiere couche ont des décharges
non corrélées, tandis que ceux de la derniére sont synchrones et déchargent

de maniere réguliere.
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Fi1Gc. 1.8 — Exemple de réponse du modéle de Lapicque a un courant variable.
Figure extraite de [1]. En haut, le potentiel V', en bas, le courant injecté I.

trée dynamique donnée (voir partie II), deux neurones recevant la méme
entrée déchargeront exactement au méme moment. Si deux neurones ont
des entrées communes, méme si les poids de ces entrées different, leurs dé-
charges ne seront pas indépendantes. Ainsi, par exemple, si les entrées d’un
réseau de neurones a plusieurs couches sont indépendantes et méme non
corrélées, les neurones de la couche de sortie peuvent décharger de maniere
synchrone. C’est ce qu’a montré récemment Reyes en construisant un tel ré-
seau de neurones in vitro [158]. Dans la figure 1.7, issue de cet article, on voit
que les neurones de la premiere couche, stimulés de maniere indépendantes,
déchargent indépendamment les uns des autres. Dans la derniere couche, les
neurones sont synchrones et déchargent régulierement.

1.3.2 Les modeles impulsionnels ou « Integre-et-Tire »

Un modele impulsionnel est un modele dont 1'objet est de décrire la
série d’impulsions générée par un neurone, une impulsion étant considérée
comme instantanée et binaire. Autrement dit, la «sortie» du modele est une
suite d’instants, le temps des potentiels d’action. Les modeles impulsionnels
sont souvent appelés « Integre-et-tire » (Integrate-and-Fire), ce qui illustre
la caractéristique fondamentale de ces neurones: le traitement de 'entrée et
le potentiel d’action, plus rapide, sont traités séparément. L’objet du modele
n’est pas de comprendre comment le potentiel d’action est généré, mais de
décrire les séries d’impulsions produites en fonction de 'entrée.

Le modeéle de Lapicque

Historiquement, le premier modele impulsionnel fut introduit par Louis
Lapicque en 1907 [127, 117], et constitue la version la plus simple de l'in-
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tégrateur a fuite. Les propriétés électriques passives de la membrane sont
décrites, comme dans le modele de Hodgkin-Huxley, par une équation diffé-
rentielle :

O =~V = Vo) + 1() (1.2

ou V est le potentiel membranaire, C' est la capacité membranaire (due a
la présence de charges électriques de part et d’autre de la membrane), Vj
est le potentiel de repos (de l'ordre de —70 mV), g; est la conductance de
fuite (I comme leak) et I(t) est le courant injecté. Cette équation modélise
le comportement électrique du neurone sous le seuil. Le premier terme de la
somme représente le courant de fuite, le second le courant injecté. Lorsque
le potentiel V() atteint un seuil Vs, une impulsion (un potentiel d’action)
est émise a l'instant t, et 'on réinitialise V'(¢) a une valeur V, (généralement
proche de Vj). Un exemple de réponse est tracé dans la figure 1.8.

Ce modele ignore les canaux ioniques, car a la différence de celui introduit
plus tard par Hodgkin et Huxley, il ne cherche pas a expliquer comment le

potentiel d’action est généré®.

Les modeles impulsionnels dans les neurosciences

Les modeles impulsionnels inspirés du modele de Lapicque sont large-
ment utilisés aujourd’hui, a la fois en simulation — surtout pour simuler des
réseaux de neurones — et dans des contextes théoriques. Ainsi, les études
récentes de Song et al [186, 187] sur la plasticité hebbienne (Spike Timing
Dependent Plasticity) utilisent des modeles du type:

% = (V= V0) = 3 au(D)(V ~ Bea)

ou T est la constante de temps membranaire, F,., est le potentiel de réver-
sion synaptique (constant), et les g;(¢) sont les conductances synaptiques
générés par les potentiels d’action présynaptiques (des exponentielles dé-
croissantes). C’est un modele impulsionnel : un potentiel d’action est produit
quand V atteint un certain seuil Vg, et V est alors réinitialisé. Cependant,
ce n’est pas un cas particulier du modele de Lapicque, car le courant synap-
tique dépend du potentiel membranaire V. Ce modele est souvent appelé
conductance-based integrate-and-fire, car il comprend des conductances sy-
naptiques. L’intégrateur a fuite (nom moderne du modele de Lapicque) est
également tres utilisé dans les études théoriques, comme celles sur ’accro-
chage de phase [14, 50, 113], sur les problemes de variabilité de la décharge
[203], de fiabilité [199] et de synchronisation [39, 41]. Il existe un certain
nombre de variantes, telles que le « Spike Response Model » [78, 79], assez
général, ou l'Integre-et-Tire quadratique [68, 67], décrit par une équation

5. D’ailleurs l'existence des canaux ioniques n’était pas connue a cette époque.
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différentielle non-linéaire, qui connait un regain d’intérét car sa courbe de
réponse (courant-fréquence) est plus réaliste que celle de 'intégrateur a fuite.
Il existe un modele impulsionnel plus simple encore que le modele de
Lapicque: c’est I'intégrateur parfait. On omet dans 1’équation (1.2) le terme
de fuite (le premier terme), ce qui donne I’équation différentielle suivante :

av
C i I(t)

L’intégrateur parfait est un simple accumulateur: I'entrée est sommée au
cours du temps, et lorsque cette quantité accumulée dépasse un certain
seuil, une impulsion est émise et ’accumulateur est réinitialisé. Le mo-
dele de marche aléatoire, qui consiste a ajouter au potentiel une valeur a
chaque fois qu’un événement synaptique est recu, est un intégrateur par-
fait (avec I(t) une somme de Diracs). Nous verrons dans le chapitre suivant
que lintégrateur parfait peut en réalité étre vu comme une implémenta-
tion impulsionnelle d’'un modele fréquentiel, car 1) la fréquence de décharge
ne dépend que de la fréquence des événements synaptiques afférents, 2) le
temps des impulsions n’est pas fiable, il est le résultat d’un choix de condi-
tion initiale et, éventuellement, de la réalisation d’un bruit. Il est cependant
intéressant de 1’étudier comme témoin, car il met en évidence les proprié-
tés de modeles impulsionnels plus complexes, comme l'intégrateur a fuite.
Par ailleurs, de nombreux auteurs semblent faire implicitement référence a
I'intégrateur parfait dans leurs argumentations (voire explicitement, comme
dans [175]). Ainsi I'idée que la «fréquence de décharge instantanée®
moment donné reflete 'entrée totale recue par le neurone a cet instant-1a est
une propriété spécifique de l'intégrateur parfait, qui est loin d’étre partagée
par des modeles légerement plus complexes tels que l'intégrateur a fuite,
comme nous le verrons dans le prochain chapitre.

> a un

Formulation générale

Tous les modeles impulsionnels cités ci-dessus sont caractérisés par une
équation différentielle scalaire (non autonome), et un mécanisme de réinitia-
lisation instantanée. On peut donc les unifier au sein du formalisme suivant :

av
— = f(Vit

avec un seuil Vy et une valeur de réinitialisation V,.. Certains modeles incluent
un seuil V() et une valeur de réinitialisation V;.(¢) variables [9, 50, 83]. Nous
verrons dans le chapitre suivant que 1’on peut les intégrer également dans

6. défini par 'histogramme péri-stimulus (PSTH) & partir de plusieurs répétitions du
méme stimulus, ou comme fréquence moyenne de population. Dans les deux cas, elle
représente la probabilité de produire un potentiel d’action.
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le formalisme simple que nous venons d’introduire. Sous son apparence ano-
dine (une équation différentielle du premier ordre), ce modele général est un
objet mathématique original et complexe, car il combine systéme dynamique
continu et réinitialisations discretes. Son étude nécessite de développer des
techniques particulieres, que nous verrons dans le chapitre suivant. Mal-
gré 'omniprésence des modeles impulsionnels ou « integre-et-tire » dans les
neurosciences, il n’en existe a ma connaissance aucune étude mathématique
générale.

1.4 Pourquoi choisir les modeles impulsionnels?

The utility of the integrate-and-fire model lies in the separa-
tion of time scales between the extremely rapid action potential
and slower process that affect synaptic interaction, bursting, and
adaptation. [...] This allows us to focus both intellectual and
computation resources on the issues likely to be most relevant in
neural computation, without expending time and energy on mo-
deling a phenomenon, the generation of action potentials, that is
already well understood. [...] The utility of this model, devised
early in the 20th century, is likely to last well into the 21st.

Laurence F. Abbott [1]

Comme nous 'avons vu dans la section 1.3.1, les modeles fréquentiels
reposent sur une hypothese, la décharge poissonnienne et indépendante des
neurones, qui pose un certain nombre de problemes théoriques. De fait, les
modeles fréquentiels ignorent toute possibilité de synchronisation, et plus
généralement, tout phénomene temporel fin. Or, le développement récent
des techniques multiélectrodes a d’une part rendu possible ’étude expéri-
mentale de ces phénomenes, et d’autre part montré que la synchronisation
neuronale non seulement existe dans le systéme nerveux [142, 188, 126, 206],
mais a également un role fonctionnel (par exemple dans 'olfaction [190]). En
revanche, les mécanismes computationnels sous-jacents sont a ce jour tres
méconnus, ce qui motive I’étude des modeles impulsionnels. Notre objectif ici
n’est pas d’étudier les mécanismes cellulaires responsables du potentiel d’ac-
tion ou d’autres propriétés du neurone, mais de comprendre en quoi la prise
en compte de la notion d’impulsion affecte les propriétés computationnelles
des modeles de neurones et de réseaux neuronaux.

C’est pourquoi, plutét que d’étudier les modeles biophysiques (de type
Hodgkin-Huxley), nous nous intéresserons aux modeles ou le potentiel d’ac-
tion est explicitement représenté, c’est-a-dire aux modeles impulsionnels,
dans leur généralité. Ces modeles sont théoriquement plus simples que les
modeles biophysiques, ils comportent peu de parametres, et leur simulation
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numérique est plus efficace”. Le fait que les instants de décharge soient pré-
sents explicitement dans le modele rend plus aisée (et mieux définie) ’étude
de la synchronisation et de la plasticité impulsionnelle [2, 114, 187].

Malgré sa simplicité apparente (une équation différentielle linéaire), le
modele de Lapicque, le plus simple modele impulsionnel (si 'on excepte
I'intégrateur parfait), est un systéme dynamique rendu complexe par le mé-
canisme de réinitialisation. Ce type de dynamique est difficile a traiter ma-
thématiquement, et c’est pourquoi, outre le fait que l'intérét pour les mo-
deles impulsionnels soit relativement récent, ceux-ci sont relativement mal
connus théoriquement, comparés a leurs homologues fréquentiels. Une ques-
tion aussi simple (d’énoncé) que «la fréquence de décharge dépend-elle de
la condition initiale?» (i.e., du potentiel au début de la stimulation) n’avait
été résolue® que dans le cas tres particulier du modele de Lapicque soumis
a un courant sinusoidal [113]. Nous commencerons donc par une étude ma-
thématique générale des modeles impulsionnels, répondant a des questions
telles que celle que je viens de citer, ce qui nous permettra de définir de
manieére précise et formalisée une classe de modeles impulsionnels qui fonc-
tionnent de maniere similaire. Cette classe englobe notamment le modele de
Lapicque, les integre-et-tire a conductances et I'integre-et-tire quadratique,
ainsi que certains modeles a seuil et réinitialisation variables. Dans un but de
comparaison, nous étudierons également 'intégrateur parfait, plus simple,
qui est une version impulsionnelle d’un modele fréquentiel, puisque, comme
nous le verrons, le temps précis des impulsions n’est pas pertinent, il reflete
la condition initiale ou le bruit éventuel (la dynamique est structurellement
instable). Enfin, nous nous attarderons sur le cas particulier des stimulations
périodiques. Il se produit en effet dans les modeles impulsionnels soumis a
une entrée périodique un phénomene extrémement non-linéaire et plein de
surprises : ’accrochage de phase, qui est inconnu des modeles fréquentiels,
et constitue une bonne introduction au probleme de la fiabilité neuronale
(deuxiéme partie). Ces résultats théoriques nous permettront de construire
un modele concret de computation impulsionnelle, dans le cadre de la sélec-
tivité a lorientation dans le cortex visuel primaire (troisieme partie).

7. Cependant, les algorithmes efficaces pour des réseaux impulsionnels complexes res-
tent a développer. Actuellement, sauf dans les cas ou I’équation différentielle est intégrable
analytiquement [204], les algorithmes de simulation reposent sur des schémas classiques
d’intégration numérique (Euler ou Runge-Kutta), éventuellement améliorés par une réini-
tialisation intelligente [90, 177].

8. La preuve comporte en outre une erreur pour le cas ou le courant injecté traverse le
seuil.
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Chapitre 2

Etude générale des modeles
impulsionnels

Les résultats mathématiques présentés dans ce chapitre ont donné lieu a
une publication dans Journal of Mathematical Biology [32].

2.1 Cadre général

2.1.1 Quelques exemples de modeles impulsionnels

Le modele de Lapicque [127] (appelé aussi intégrateur a fuite ou Intégre-
et-Tire), premier modele impulsionnel, se présente sous la forme d’une équa-
tion différentielle linéaire :

av.

T =

ou 7 est la constante de temps membranaire, V' le potentiel, 1} le potentiel de

repos, R la résistance membranaire et I(¢) un courant injecté (voir [203] pour

des valeurs physiologiques de ces constantes). Lorsque V atteint le seuil Vj,

une impulsion (potentiel d’action) est produite, et le potentiel est réinitialisé

a une valeur V.. Dans cette thése, je ferai référence & une impulsion par

les expressions décharge, potentiel d’action, ou impulsion (correspondant au
terme anglais spike).

De nombreux modeles utilisés en neurosciences computationnelles [186,
187, 203, 185, 13] peuvent s’écrire sous la forme:

dv
= A1)+ BV

avec B(t) < 0, et avec un mécanisme de réinitialisation. Dans un autre
modele populaire, l'intégre-et-tire quadratique [68, 67], le potentiel mem-
branaire est régi par ’équation suivante :

dv
— =Vi4 It
7 +1(1)

—(V = Vo) + RI() (2.1)
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V()

F1G. 2.1 — Solution z(-) et solution impulsionnelle V (-)

avec un mécanisme de réinitialisation. L’intégrateur parfait, modele impul-
sionnel le plus simple, est décrit par ’équation différentielle suivante :

v
— =1(t) (2.2)

2.1.2 Définition

On peut réunir tous ces modeles au sein d’un cadre général. En effet, ils
sont tous décrits par une équation différentielle scalaire non autonome:

av
= (V) (23)
avec un mécanisme de réinitialisation : lorsqu’a un instant ¢, V(t) atteint le
seuil Vg, il est réinitialisé a V.. On dit alors qu’une impulsion est produite
au temps t. C’est a ces temps d’impulsion que nous nous intéressons. Par un
simple changement de variables, on peut se ramener a Vs =1 et V. = 0.

On supposera de plus que 1’équation (2.3) admet une unique solution
pour chaque condition initiale. Par la suite, nous parlerons de solution im-
pulsionnelle pour désigner les solutions du modele impulsionnel, c¢’est-a-dire
avec réinitialisations. Pour désigner une solution de I’équation différentielle,
sans les réinitialisations, nous parlerons simplement de solution de I’équa-
tion (2.3) (voir Figure 2.1). Pour éviter les ambiguités, on notera z(-) une
solution et V() une solution impulsionnelle.
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FiG. 2.2 — Un exemple de modele impulsionnel ou le seuil dépend du temps,
extrait de [9]. L’équation différentielle est celle du modéle de Lapicque (in-
tégrateur a fuite), avec un seuil sinusoidal.

2.1.3 Seuil et réinitialisation variables

Certains modeles incluent un seuil Vi(t) et une valeur de réinitialisation
V,.(t) variables [9, 50, 83], comme illustré par la Figure 2.2. Pour intégrer ces
modeles dans le formalisme que 'on vient de définir (avec Vi = 1 et V. = 0),
on peut poser le changement de variables suivant :

V(t) = V(1)

B ACEAD)

Onaalors U(t) = 1 quand V (t) = Vs(t), et U(t) = 0 quand V (t) = V,.(1).
Ce changement de variables transforme I’équation (2.3) en:

dU
_— = t
o g(Uy)

avec . . .
fVe+ Vi =V)Ut) Ve UV = Vi)

Vi—=Vr Vi—=Vr

(le point désigne la dérivée). Ainsi, le systeme impulsionnel en U (t) satisfait
une équation du type (2.3), avec un seuil égal & 1 et une valeur de réinitia-
lisation nulle. Il est équivalent au systeme en V' (t), dans le sens ou le temps
des impulsions est inchangé.

g(U’t) =

2.1.4 Hypotheéses supplémentaires

Le modele général, défini par I’équation (2.3) et la réinitialisation, sans
plus de contraintes, peut présenter une grande variété de comportements,
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incluant des dynamiques chaotiques. Pour restreindre le champ d’investiga-
tion, nous allons envisager deux hypotheses sur le modele: soit le modele
a une « fuite », soit toutes les trajectoires sont au-dessus de la valeur de
réinitialisation.

(H1) Intégrateur a fuite

Les modeles integre-et-tire classiques, que ce soit le modele original de
Lapicque ou les modeles dits « & conductance » (synaptique) ont une pro-
priété en commun: la fuite. Mathématiquement, on peut ’exprimer ainsi :

of

FYa <0 (H1)
si f est C! ou, plus généralement, la fonction V + f(V,t) est strictement
décroissante pour tout .

Cette hypothése implique que la différence entre deux solutions de ’équa-
tion (2.3) décroit et tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo. La plupart des mo-
deles impulsionnels vérifient cette hypothese. Cependant, ce n’est pas le cas
par exemple de l'integre-et-tire quadratique. C’est pourquoi nous allons in-
troduire une hypothese alternative qui nous permettra d’obtenir les mémes
résultats qu’avec ’hypothese (H1).

(H2) Les trajectoires sont au-dessus de la valeur de réinitialisation

L’hypothese suivante simplifie grandement I'analyse du modele :

vt f(Vet) >0  (H2)

Cette hypothese signifie que toutes les trajectoires du modele demeurent
entre la valeur de réinitialisation et le seuil.

Cette hypothese n’est pas satisfaite pour le modele de Lapicque, des
que le courant I(t) est négatif. En revanche elle 'est pour l'integre-et-tire
quadratique, pourvu que la valeur de réinitialisation soit suffisamment basse
(relativement au courant injecté).

Seuil et réinitialisation variables

Dans le cas, énoncé au paragraphe 2.1.3, ou le seuil et/ou la valeur de
réinitialisation sont variables, I'hypotheése (H1) se traduit par:
of _ V=V,
o Vs=V;

(H1)

et I'hypothese (H2) par:
(H2) (Vi) >V,

(le point désigne la dérivée par rapport au temps)
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V()

F1a. 2.3 — Théoréme 1 : hypothése (H2)

2.2 Condition de décharge

Le théoreme suivant est une bonne introduction aux techniques de preuve
que nous allons utiliser par la suite. On aimerait savoir si la fréquence de
décharge dépend de la condition initiale (ce qui constituerait une forme de
mémoire). Avant cela, il est naturel de se poser la question suivante: Est-
il possible qu’un méme modéle puisse, selon la condition initale, émettre
une infinité ou un nombre fini d’impulsions ? La réponse est, sans surprise,
négative, a condition de supposer une des hypotheses (H1) ou (H2).

Théoréme 1. On suppose que le modéle vérife soit ’hypotheése (H1), soit
Uhypothése (H2). Alors soit toutes les solutions impulsionnelles présentent
une nfinité d’impulsions, soit elles présentent toutes une nombre fini d’im-
pulsions.

Nous commengons par démontrer le théoreme pour ’hypothese (H2), ce
qui est plus facile.

Démonstration pour l’hypotheése (H2) (Figure 2.3). Supposons qu’une solu-
tion impulsionnelle V'(+) s’arréte de décharger a partir de l'instant ¢. Alors
a partir de ce moment, la solution impulsionnelle est une solution z(-) de
I'équation (2.3) et est donc comprise strictement entre les lignes V' = 0 (ré-
initialisation) et V' = 1 (seuil), par ’hypothese (H2). Par conséquent, comme
les solutions de I’équation différentielle ne peuvent pas se croiser, toute so-
lution Vi(-) partant de O (réinitialisation) apreés 'instant ¢ reste au-dessous
de z(+), et ne peut donc pas atteindre le seuil. Ainsi aucune autre solution
impulsionnelle ne peut avoir une infinité d’impulsions. O

On voit sur la figure 2.4 que cette démonstration ne fonctionne plus sans
I'hypothese (H2), qui assure que toutes les solutions restent au-dessus de la
valeur de réinitialisation. Si seule ’hypothese (H1) est vérifiée, le théoreme
1 est toujours valide, mais sa démonstration est un peu plus difficile. Nous
allons utiliser le lemme suivant :
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Fi1c. 2.4 — Théoréme 1 : sans l’hypothése (H2)
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Fi1Gg. 2.5 — Lemme 1

Lemme 1. Considérons une solution continue x(-) valant o enty et V(-) la
solution impulsionnelle telle que V (to) = zo (pas d’hypotheése supplémentaire
requise). Alors pour toute impulsion au temps t, > tg, on a z(t,) > 1.

Démonstration. Le lemme découle de 'observation que la solution x(-) est
au-dessus de la solution impulsionnelle V() a partir du temps ¢y (voir figure
2.5). En effet, la différence z(t) — V(¢) ne peut pas changer de signe en
I’absence d’impulsion (les solutions de I’équation différentielle ne peuvent pas
se croiser), et augmente d’une unité a chaque impulsion. Puisque V' (¢,) = 1,
on a x(t,) > 1 pour tout temps d’impulsion ¢,, > t. O

11 suffit maintenant d’utiliser ’hypothese de fuite (H1) pour prouver le
théoreme :

Démonstration du théoréme 1 pour U’hypothése (H1). Considérons une solu-
tion impulsionnelle V'(-) présentant une infinité d’impulsions (¢,), et notons
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Fi1c. 2.6 — L’application impulsionnelle .

z(+) la solution vérifiant xz(ty) = 0. D’apres le lemme 1, on a z(t,) > 1.
Supposons qu’il existe une solution impulsionnelle qui s’arréte qui n’a plus
d’impulsions apres le temps s, ce qui signifie qu’il y a une solution y(-) de
I’équation (2.3) telle que y(t) < 1 pour tout t > s. D’apres I'hypothese (H1),
x(t) — y(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo. Cette différence est donc plus
petite que 1 apres un certain temps, et il existe donc un n tel que y(t,) > 0.
Par conséquent, y(-) est au-dessus de V(-) entre ¢, et t,41, ce qui est ab-
surde puisque y(tp+1) < 1 et V(¢,41) = 1. Ainsi il ne peut pas y avoir de
solution impulsionnelle avec un nombre fini d’impulsions, ce qui acheve la
preuve. O

2.3 L’application impulsionnelle

2.3.1 Définition

A cause des réinitialisations, il n’est pas possible d’utiliser telle quelle la
théorie des équations différentielles pour analyser les modeles impulsionnels.
Pour travailler dans un cadre plus approprié, il est possible de se ramener
a I’étude d’un systeme dynamique discret (i.e., en temps discret). On défi-
nit 'application impulsionnelle ¢ comme ’application qui associe a I'instant
t d’une impulsion celui de I'impulsion suivante (). Ainsi, la suite d’im-
pulsions qui suivent une impulsion & Iinstant t est ¢(t), ¢2(t), ..., ¢"(t),
... (ou @™ est application ¢ composée n fois), comme illustré par la figure
2.6. Ainsi, si l'on s’intéresse au temps des impulsions (plutét qu’au décours
temporel de V(t)), il suffit d’étudier I'application impulsionnelle ¢. Cette
application a été d’abord introduite par Rescigno et al [157] dans le cas
particulier de l'intégrateur a fuite (classique, celui de Lapicque) soumis a
un courant sinusoidal, puis étudiée plus avant par Keener et al [112, 113].
Malheureusement, outre le fait que ces études portent sur un cas tres par-
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Fia. 2.7 — Flot ® de l’équation différentielle.

ticulier, les résultats annoncés dans [157] sont faux !, tandis que le résultat
principal ? dans [113] est correct, mais la preuve ne l'est pas.

Plus précisément, ¢(t) est le premier instant postérieur a ¢ tel que la
solution de ’équation différentielle (2.3) partant de 0 a I'instant ¢ passe par 1
(le seuil) & I'instant ¢(t). Cette définition peut étre formalisée en introduisant
le flot ® associé a I’équation différentielle, c’est-a-dire 'application suivante :

d:R2xR—-R

qui & une condition initiale (z,t) et un instant s associe la valeur ®(x,t,s)
a l'instant s de la solution partant de = & l'instant ¢ (voir Figure 2.7). On
peut alors définir I’application impulsionnelle de la maniére suivante :

p(t) = inf{s > t|®(0,t,s) =1}

Cette définition formelle permet de voir ¢ comme une fonction implicite,
ce qui nous permet, grace au théoreme des fonctions implicites, d’obtenir
des informations sur sa régularité et de calculer sa dérivée.

Puisque I'étude d’un modele impulsionnel se ramene a celle de son ap-
plication impulsionnelle ¢, on va chercher a savoir a quoi ressemble cette
fonction. En particulier, nous allons montrer que, a condition de la res-
treindre a son image (c’est-a-dire apres une itération), elle est strictement
croissante, ce qui a des conséquences importantes sur le systeme dynamique
associé (pas de chaos notamment).

1. Rescigno et al affirmaient que la réponse du modele & un courant périodique était
toujours en accrochage de phase (i.e., la fréquence de décharge est un multiple rationnel
de la fréquence du courant d’entrée), ce qui est en contraction avec les résultats mathé-
matiques de Poincaré sur le nombre de rotation, comme ’a remarqué Knight un peu plus
tard [118, 117]. Nous exposerons plus en détail le phénomene d’accrochage de phase dans
le chapitre suivant.

2. concernant le fait que l'application impulsionnelle ¢ est strictement croissante sur
son image (théoreme 3).
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FiG. 2.9 — Discontinuité de I’application impulsionnelle.

2.3.2 Régularité et image

A quels instants ont lieu les impulsions? Examinons ce qui se passe au
niveau du seuil lorsqu’a lieu une impulsion (Figure 2.8). Lorsqu’une impul-
sion est produite, la solution traverse le seuil de bas en haut. Dans la figure
2.8, la solution part de 0 au temps t et atteint 1 au temps ¢(t). Sa dérivée est
nécessairement positive ou nulle au niveau du seuil, donc: f(1,¢(¢)) > 0. Le
résultat est plus intéressant dans 'autre sens: si f(1,t) < 0, alors il ne peut
pas y avoir d’impulsion au temps ¢, ou en d’autres termes, ¢t n’appartient
pas a 'image de ¢.

L’existence de «trous» dans I'image de ¢ implique que cette application
n’est pas continue. La figure 2.9 illustre ce phénomeéne : une solution partant
de t arrive tangente au seuil au temps ¢(t), sans le traverser. Une solution
qui part légerement aprés ¢t n’arrive que beaucoup plus tard. Ainsi ¢ présente
une discontinuité au temps ¢. Tous les instants compris entre (t) et @(tT)
ne sont pas inclus dans I'image de ¢ : aucune impulsion ne peut se produire
dans cet intervalle.
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Nous résumons ces résultats dans le théoreéme suivant :
Théoréme 2. — Pour tout t, f(1,p(t) > 0.

- Si f est C", alors ¢ est également C" au voisinage de tout t tel que

f(Lg(t) > 0.

Démonstration. On a déja expliqué le premier résultat plus haut. Plus pré-
cisément : si f(1,p(t)) était négatif, alors ®(0,t,s) serait plus grand que 1 a
gauche de ¢(t), ce qui contredit la définition de .

La seconde partie du théoreme découle du théoreme des fonctions im-
plicites. Si f est C", alors le flot @ est aussi C". La fonction d’impulsion est
solution de ®(0,t,0(t)) = 1. Si la condition

0P

g(o,t,@(t)) 7& 0

est vérifiée, alors d’apres le théoreme des fonctions implicites, I’équation
®(t,s) = 1 définit ¢ au voisinage de ¢ comme une fonction implicite C". On
voit que

0P
Ainsi le théoreme des fonctions implicites s’applique quand f(1,(t)) # 0.
Puisque cette quantité n’est jamais négative, la condition est: f(1,p(¢)) >
0. O

2.3.3 Monotonie

La figure 2.10 montre I’application impulsionnelle d’un intégrateur a fuite
soumis a courant périodique. On voit que ¢ n’est ni continue, ni croissante,
ce qui ne simplifie pas son étude. Cependant, en la restreignant a son image,
on obtient une fonction discontinue mais strictement croissante. Le théo-
reme suivant est d’une tres grande importance. De lui découlent tous les
résultats sur l'accrochage de phase (chapitre suivant), ainsi que 1'unicité de
la fréquence de décharge.

Théoréme 3. On suppose une des hypothéses (H1) ou (H2). Alors ¢ est
strictement croissante sur son image.

Ce théoreme implique en particulier qu’il ne peut y avoir de chaos dans
ce type de systéme, ce qui peut arriver en 1’absence de ces hypotheses [112].

Démonstration. Tout d’abord, ¢ est localement croissante (strictement) a
chaque point t tel que f(0,t) > 0. En effet, dans ce cas f(0,u) > 0 dans un
voisinage de t, de sorte qu'une solution qui part de 0 a gauche de t passe
au-dessus de la solution partant de 0 a I'instant ¢ (voir Figure 2.11). On en
déduit que, si 'hypothese (H2) est vérifiée, alors ¢ est localement croissante
en tout point ¢ € R, donc est strictement croissante sur R.

Si seule 'hypothese (H1) est vérifiée, ¢ n’est pas localement croissante
en tout point de R, mais, grace au théoreme 2 et a I'hypothese (H1), elle
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F1G. 2.10 — L’application impulsionnelle ¢ de l'intégrateur a fuite est crois-
sante sur son image.

(A) Graphe de la fonction ¢ pour lintégrateur a fuite décrit par I’équation
% = -V +1.3+2.1cos(2nt)+0.5 cos(4nt). L application impulsionnelle est
discontinue en 0.8 est n’est pas croissante. Les régions qui n’appartiennent
pas a l'image de ¢ sont en gris. (B) Restriction de ¢ a son image, obtenue
en enlevant les zone grises en A. La fonction ainsi obtenue est strictement
croissante, mais pas continue.
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F1G. 2.12 — ¢ est croissante sur son image (hypothése (H1))
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est localement croissante sur son image. Cependant, comme I'image de ¢
n’est pas a priori connexe, nous ne pouvons pas en conclure que l'appli-
cation impulsionnelle est croissante sur son image?. L’'image de ¢ est une
union d’intervalles disjoints. Sur chacun de ces intervalles, ¢ est strictement
croissante. Considérons deux intervalles successifs de I'image, et soit ¢ 1'ex-
trémité droite du premier, et s lextrémité gauche du second (voir Figure
2.12). Nous devons montrer que ¢(t) < ¢(s). Soit z(-) la solution qui part
de 1 au temps ¢. Alors on a z(u) < 1 for tout u €]t,s[ et x(s) = 1 (sinon
on pourrait rallonger I'un de ces intervalles). Soit y(-) la solution partant
de 0 a l'instant ¢. A cause de '’hypothese (H1), la distance entre z(-) et
y(-) décroit, de sorte que y(s) > 0. Il s’ensuit que la solution impulsionnelle
partant de 0 au temps ¢ arrive au seuil avant celle qui part de 0 & I'instant
s, 1.e., o(t) < p(s). Ainsi, ¢ est strictement croissante sur son image. O

2.3.4 Dérivée de l’application impulsionnelle

Grace au théoreme des fonctions implicites, on peut également calculer
la dérivée de 'application impulsionnelle, ¢.

Proposition 1. Si f est C', alors

S SO0 0 oy
A= T e ), vt

ot () est la solution partant de la 0 a Uinstant t (x(s) = ®(0,t,s) ).
En particulier, pour le modéle de Lapicque (équation (2.1)):

_ RI(t) o(t) —t
p(t) = W exp(————)

Et pour lintégrateur parfait (équation (2.2):

Remarquons 'on obtient ainsi une équation différentielle séparable.

Démonstration. Pour calculer ¢, on observe que le flot satisfait, pour tout
Ty U, U
O(P(z,v,u),uw) =x

En dérivant partiellement par rapport & u, on obtient :

0P oo 0o
%(q)(x,v,u),u,v) X g(%’,@,’lﬁ) + a(q)(;vvvau)’uav) =0

3. C’est ici que se situe la lacune dans le raisonnement de [113].



36 Etude générale des modeles impulsionnels

Posons z = 1, u = t, v = ¢(t). En utilisant %—f(l,gp(t),t) = f(0,t), on obtient :

o0®

% 0sbaplt)) X FO) + S O1:0(6) =0 (2.4

Par définition, ¢ vérifie ®(0,t,p(t)) = 1. En dérivant cette équation, on

obtient : 00 00
ZHO0bp(1) + S (0.6(0) X () = 0

Remarquons que %—f(O,t,gp(t}) = f(1,t) et utilisons I’équation (2.4) :

F04) 00
FLp()) o e 0)

Par linéarisation, on peut réécrire cette expression ainsi:

1(0.) A of
FLo) exp/t W(w(s),s)ds

ce qui acheve la preuve. ]

P(t) =
p(t) =

Exposant de Lyapunov

Cette expression permet de retrouver trés simplement I'exposant de Lya-
punov du modele de Lapicque calculé «a la main» dans [50]. L’exposant de
Lyapunov d’une orbite sous ¢, partant de 'instant tg, est défini par:

Ato) = hrn Z log |o(¢"(to))]

Proposition 2. L’exposant de Lyapunov du modéle de Lapicque est :

1 to))
Alto) TF + nHHJPOO n Z o)) — 1

ot F est la fréquence de décharge (indépendante de to, proposition 3).
Pour Uintégrateur parfait, si I(-) est minoré par un nombre (strictement)
positif, alors l'exposant de Lyapunov est nul (indépendamment de tg).

Démonstration. Tout d’abord, pour l'intégrateur parfait, on obtient :

. 1 I
Alto) = lim —log I(Eff()))

Cette expression est nulle si I(-) est minoré par un nombre positif.
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Pour l'intégrateur & fuite (modele de Lapicque), on obtient :

L L) e
R e +Zl F0) -1

- 10g(RI(<P”+1(to)) - 1]

Si le dernier terme ne s’annule pas, alors A(tg) = +00, sinon on obtient
la formule désirée. Remarquons que la valeur absolue dans l’exposant de
Lyapunov n’est pas nécessaire, puisqu’on a toujours RI(¢*(to)) > 1, d’apres
le théoreme 2. O

A partir de cette expression, j’ai montré dans [31] dans un cas restreint
que l'exposant de Lyapunov associé au modele de Lapicque est négatif.

2.4 La fréquence de décharge

Pour une solution impulsionnelle partant de 0 a I'instant ¢, on définit la
fréquence de décharge ainsi:

li n
n—rtoo ()

F(t) =

si cette limite existe. Est-il possible que cette fréquence dépende de ¢, c’est-
a-dire que deux solutions différentes aient des fréquences de décharge diffé-
rentes?
Proposition 3. On suppose l'hypothese (H1) ou (H2). Alors la fréquence
de décharge, si elle existe, est identique pour toutes les solutions.

Cette proposition nous permet de parler de la fréquence de décharge d’un
modele, et plus seulement d’une solution.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du théoreme 3. Soit £ et
to dans R tels que p(t1) < ¢(t2). Comme la suite (¢™(t1)) est croissante et
tend vers l'infini, il existe un m € N* tel que

P (t1) < plt2) < (1)

Puisque ¢ est strictement croissante sur son image (théoreme 3), on a pour
tout entier n:

SOern(tl) < SOn(tz) < S0m+n+1(tl)

et donc:
n n n

< <
(L) e(t2) ™ (t)
On peut réécerire cette inégalité ainsi:

n m+n—|—1< n < n m-+n
m—+n+1emtntl(t)) ~ @n(ta)  m—+nmt(t)




38 Etude générale des modeles impulsionnels

Ainsi, si la fréquence de décharge F'(t1) est bien définie, alors les membres
de gauche et de droite de cette inégalité tendent vers F'(¢1), ce qui termine
la démonstration. O

En particulier, la fréquence de décharge est bien définie et est une fonc-
tion continue des parametres de 'entrée (quand l'entrée est paramétrée de
maniere réguliere) pour des entrées périodiques [51, 150, 159, 160] et presque
périodiques [125] (ce qui inclut les sommes de fonctions périodiques, comme
dans [199]).

2.5 L’intégrateur parfait

Nous allons nous attarder maintenant sur un modele impulsionnel tres
particulier : 'intégrateur parfait. C’est le modele impulsionnel le plus simple
que ’on puisse concevoir, et de ce fait son étude analytique est relativement
aisée. Il s’agit d’un simple accumulateur: 'entrée est sommée au cours du
temps, et lorsque cette quantité accumulée dépasse un certain seuil, une
impulsion est émise et ’accumulateur est réinitialisé. Mathématiquement, le
modele s’exprime ainsi:

awv.

dt
ou V est la variable de 'accumulateur (le potentiel de membrane), et I(t)
est lentrée du modele (la somme des événements synaptiques). Lorsque V'
atteint 1, une impulsion est émise et V est réinitialisé a 0. Bien sir, par une
simple mise & I’échelle on peut choisir des valeurs de seuil et de réinitialisa-
tion arbitraires. On retrouve parfois I'intégrateur parfait dans la littérature
sous la forme d’une marche aléatoire [175]: chaque événement synaptique
aléatoire (poissonnien) augmente ou diminue la variable d’accumulation (V)
d’une quantité donnée, et la décharge (réinitialisation) a lieu lorsque la va-
riable dépasse un certain seuil. Il s’agit de 'intégrateur parfait, avec une
entrée constituée de Diracs.

I(t) (2.5)

Nous allons voir que l'intégrateur parfait est I’expression impulsionnelle
d’un modele fréquentiel, c’est-a-dire: 1) la dynamique du modele n’est pas
stable, c’est-a-dire que le temps des impulsions est sensible a la condition ini-
tiale et au bruit; 2) la fréquence de sortie est proportionnelle & la somme des
fréquences d’entrée, indépendamment de la structure temporelle des entrées.

2.5.1 Instabilité du modeéle

Commencons par faire I’observation suivante: si Vi (t) et Va(t) sont deux
solutions de I'équation différentielle (2.5), alors leur différence Vi (t) — Va(t)
reste constante (en dérivant la différence, on obtient 0). Lorsqu'une impul-
sion se produit, cette différence change d’une unité. Elle reste donc constante
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modulo 1. Par conséquent, tout décalage au temps 0 sera reproduit a ’iden-
tique au temps t. Le temps des impulsions dépend donc de la condition
initiale. En outre, un bruit sur la dynamique, méme tres faible, s’accumule :
le temps des impulsions est donc sensible au bruit.

Considérons un ensemble (idéalement, u